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1 从“公共物品”开始：两个核心性质
1.1 定义
公共物品（public good）是指在一定范围内可以被多个消费者共同消费的物品。最典型的例子是路

灯、国防、基础科研、公共广播、防疫信息、清洁空气等。手写稿中反复出现的核心句子可以整理成：

公共物品的消费数量对所有人相同：如果公共品数量为G，则每个人面对的是同一个G，而
不是各自不同的 Gi。

因此在建模时，一个消费者的效用通常写成

ui(xi, G), i = 1, 2, . . . , n,

其中 xi是第 i个消费者的私人物品消费，G是所有人共同享用的公共物品数量。

1.2 非竞争性与非排他性
公共物品通常用两个性质刻画。

表 1: 公共物品的两个性质

性质 含义 经济后果
非竞争性（non-
rivalry）

一个人消费该物品，不会减少另一个人
的可消费数量。路灯亮了以后，多一个
人经过并不显著降低其他人看到光的
数量。

多增加一个使用者的边际成本常常接
近 0。注意这说的是“增加一个消费者”
的成本，而不是“多生产一单位公共品”
的成本。

非排他性（non-
excludability）

很难或成本很高地阻止不付费者消费。
比如国防、城市路灯、空气质量。

容易出现搭便车（free riding）：人们希
望别人付费，自己免费享用。

容易混淆点：平均成本、边际成本与使用者边际成本
公共物品的“非竞争性”不是说生产 G的边际成本 C ′(G)必然为零。修一盏路灯、增加国防支出、
建设公共设施都可能很贵。真正接近零的是：在既定公共品G已经存在后，额外多一个人享用该公
共品的边际拥挤成本可能为零。若出现拥挤，如道路、公共食堂、图书馆座位，则非竞争性会变弱，
公共品变成“拥挤性公共品”或“俱乐部品”。

按“是否排他”和“是否竞争”可以得到四类物品：

表 2: 四类物品分类

可排他 不可排他
竞争性 私人物品：食物、衣服、手机 公共资源：渔场、拥挤道路、地下水
非竞争性 俱乐部品：会员制软件、收费高速、流媒体 纯公共物品：国防、路灯、基础知识

2 离散公共品：意愿支付、成本与搭便车
手写稿先从最简单的二人离散公共品开始。假设公共品只有“提供/不提供”两种状态：

G ∈ {0, 1}, 成本为C.
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两个人 A,B的初始财富为 w1, w2，若公共品被提供，每个人获得好处。若第 i个人为该公共品支付 gi，
他的私人物品为

xi = wi − gi.

公共品的总支出要求是
g1 + g2 ≥ C.

2.1 愿意支付 ri的含义
设 ri是第 i个人对公共品的最大支付意愿（willingness to pay）。它由无差异条件定义：

ui(wi − ri, 1) = ui(wi, 0).

也就是说，付出 ri并得到公共品，和不付钱也没有公共品，效用正好一样。
若支付额 gi < ri，则

ui(wi − gi, 1) > ui(wi, 0),

第 i人从提供公共品中严格受益。若 gi > ri，则他宁愿没有该公共品。
在准线性效用的特殊情形

ui(xi, G) = xi + vi(G), vi(0) = 0,

有
ui(wi − ri, 1) = wi − ri + vi(1) = wi,

因此
ri = vi(1).

准线性模型下，ri就等于公共品带来的货币化收益。

2.2 社会有效与私人激励不一致
公共品提供的社会净收益为

r1 + r2 − C.

若
r1 + r2 > C,

则从总剩余角度，公共品应该被提供。关键是：即使总收益大于成本，也未必有人愿意单独承担成本。

离散公共品的效率条件
公共品应该提供，当且仅当总支付意愿大于总成本：∑

i

ri > C.

若写成“每个人分摊 gi”，则一种帕累托改进需要同时满足∑
i

gi ≥ C, 0 ≤ gi < ri 对每个参与者成立。

也就是：总钱够修公共品，并且每个人缴费都低于自己的受益。

例如，A的支付意愿为 300，B的支付意愿为 700，公共品成本为 400。总收益 1000 > 400，显然应
该提供。但若制度要求“谁提出谁付全款”，A不会付，因为 300 < 400；B虽然可能愿意付，但他也希
望 A付一部分。公共品问题的实质不是“没有总价值”，而是“总价值不能自动转化成个人自愿付款”。
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2.3 搭便车的策略结构
搭便车不是道德批评，而是激励约束的结果。若别人出钱，自己免费享用，则自己最优；若自己

出钱，别人也免费享用，则自己吃亏。把二人公共品写成贡献博弈，可以得到如下逻辑：

表 3: 公共品贡献博弈的典型结构（示意）

B 贡献 B 不贡献
A贡献 公共品提供，双方付费，双方可能都受益 A承担较多成本，B 搭便车
A不贡献 A搭便车，B 承担较多成本 公共品不提供，双方损失潜在总剩余

如果每个人都认为“别人会出钱”，均衡可能是过少供给，甚至完全不供给。若某个人的支付意愿
超过总成本，他可能单独提供，但其他人仍会免费享用；若没有人的个人支付意愿超过成本，但总支
付意愿超过成本，公共品尤其容易无法由私人市场自发提供。

3 政府供给、税收与 Lindahl思路
手写稿中提到的一个自然解决思路是：既然自愿付费会失败，那就通过政府强制筹资并统一供给。

政府可以通过税收把成本分摊给所有受益者，使得每个人面对的私人缴费低于其支付意愿。

3.1 税收分摊的基本逻辑
若成本为 C，政府对每个人征税 ti，满足∑

i

ti = C.

只要每个人的税负不超过其支付意愿，
ti < ri,

公共品提供就是帕累托改进。现实问题是：政府并不知道每个人真实的 ri，而每个人又有动机低报自
己的受益，以减少税负。于是公共品问题自然过渡到“偏好显示”和“机制设计”。

3.2 Lindahl价格：每个人付不同价格，但消费同一公共品
Lindahl equilibrium的思想是：公共品数量 G对所有人相同，但每个人面对不同的“个性化价格”

pi。若单位成本为MC(G)，则有效供给要求∑
i

pi = MC(G), pi = MRSi(G).

每个人按自己的边际受益付费，所有人的边际价格加总等于社会边际成本。这个思路非常漂亮，但现
实中仍然有一个根本困难：MRSi是私人信息，个人可能不真实报告。

4 连续公共品的效率条件：Samuelson条件
4.1 基本模型
接下来手写稿进入连续公共品模型。设社会中有两个人，总资源为 ω = w1 +w2，公共品生产成本

为 C(G)，且
C ′(G) > 0.
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消费者效用为
u1(x1, G), u2(x2, G),

资源约束为
x1 + x2 + C(G) = ω.

4.2 用帕累托问题推导 Samuelson条件
固定消费者 2的效用水平 ū2，最大化消费者 1的效用：

max
x1,x2,G

u1(x1, G)

s.t. u2(x2, G) ≥ ū2,

x1 + x2 + C(G) = ω.

构造拉格朗日函数：

L = u1(x1, G) + λ [u2(x2, G)− ū2] + µ [ω − x1 − x2 − C(G)].

一阶条件为
∂L
∂x1

= u1x − µ = 0,

∂L
∂x2

= λu2x − µ = 0,

∂L
∂G

= u1G + λu2G − µC ′(G) = 0.

由前两式可得 µ = u1x = λu2x。将第三式除以 µ：
u1G
u1x

+
u2G
u2x

= C ′(G).

即
MRS1 +MRS2 = MC(G).

这就是 Samuelson condition。

Samuelson条件的直觉
私人物品的有效配置要求每个人的边际替代率相等，因为同一单位私人物品只能给一个人消费。公
共物品不同：同一单位 G会同时进入所有人的效用。因此，增加一单位 G的社会边际收益是所有
人的边际支付意愿之和，而不是某一个人的边际收益。

公共品最优：
∑
i

MRSi = MRT = MC.
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图 1: 公共物品的边际收益需要纵向加总。若在某个 G上∑
iMRSi > MC，说明公共品偏少，应增加

G；若∑
iMRSi < MC，说明公共品偏多，应减少 G。

4.3 准线性形式下的简化
若

ui(xi, G) = xi + vi(G),

则
MRSi =

∂ui/∂G

∂ui/∂xi
= v′i(G).

Samuelson条件变成
v′1(G) + v′2(G) = C ′(G).

这正是手写稿中“MRS1 +MRS2 = MC”与“ui(xi, G) = xi + vi(G)”两部分的连接。

5 私人物品与公共物品：加总方式完全不同
手写稿中特别强调：公共物品和私人物品的需求加总方式不同。这个点考试非常容易考。
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图 2: 私人物品的市场需求是横向加总；公共物品的社会边际收益是纵向加总。

5.1 私人物品：横向加总
私人物品X 的每一单位只能被一个人消费。给定价格 p，每个人选择自己的数量 xi(p)，市场总需

求是
X(p) =

∑
i

xi(p).

所以是“同一价格下数量相加”。

5.2 公共物品：纵向加总
公共品 G的同一单位被所有人共同消费。给定 G，每个人对这一单位公共品都有自己的边际支付

意愿MRSi(G)，社会边际支付意愿是

MB(G) =
∑
i

MRSi(G).

所以是“同一数量下价格/边际支付意愿相加”。

6 自愿贡献模型：为什么会低供给
6.1 模型设定
设公共品由个人贡献形成：

G = g1 + g2,

第 i个人预算约束为
xi + gi = wi, gi ≥ 0.

消费者 1的问题是
max
x1,g1

u1(x1, g1 + g2)

s.t. x1 + g1 = w1, g1 ≥ 0,

其中 g2被消费者 1当作给定。
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若内点解存在，一阶条件为
MRS1(x1, G) = 1.

直觉是：个人贡献 1单位，自己损失 1单位私人物品，但公共品增加 1单位。个人只考虑自己的边际
收益，忽略对别人的外部收益。因此私人贡献条件是

MRSi = 1,

而社会有效条件是
MRS1 +MRS2 = 1

（若公共品单位成本为 1）。私人条件显然会导致公共品偏少。

2 4 6 8 10 12
 G = gi + g i

0
2
4
6
8

10

 x i

A  B  gB = gB

5 6 7 8 9 10 11 12 13
 G = gi + g i

B  A 

图 3: 自愿贡献把他人的贡献当作既定，个体只计算自己的边际收益，导致搭便车。

6.2 边界解与搭便车
若别人已经贡献了很多公共品，自己在 gi = 0处就满足

MRSi(xi, G) ≤ 1,

则最优选择是
g∗i = 0.

这正是手写稿里“B搭便车，免费享用 G”的意思。更一般地，公共品自愿供给常有三类结果：

(1) 某个高估值或高收入者单独提供，其他人搭便车；
(2) 多人都想等别人先出，出现协调失败；
(3) 有人贡献，但贡献量低于 Samuelson有效水平。

6.3 政府供给与挤出效应
若政府征税提供 T 单位公共品，而个人仍可以私人捐赠，总公共品为

G = T + g1 + g2.

在准线性且没有财富效应的模型中，政府公共品可能一比一挤出私人捐赠：政府多提供 1单位，私人
少捐 1单位，总 G不变。现实中通常不会完全挤出，但这个理论结论说明：公共品政策不能只看政府
支出，还要看它是否替代了原有私人贡献。
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7 福利最大化的一般写法
手写稿中还有一个更抽象的社会福利最大化写法。设有两个消费者 A,B，私人物品 X 与公共品

Y，社会福利函数为
W = W

[
uA(xA, Y ), uB(xB, Y )

]
,

生产可能性约束为
T (xA + xB, Y ) = 0.

这里 xA + xB 是私人物品总消费，而 Y 是公共品数量，二人共同消费同一个 Y。
有效条件可以写成

MRSAYX +MRSBYX = MRTY X .

其中
MRSiY X =

∂ui/∂Y

∂ui/∂xi

表示第 i人愿意为一单位公共品 Y 放弃多少私人物品 X；MRTY X 表示生产上增加一单位公共品所需
牺牲的私人物品数量。

私人品效率条件与公共品效率条件的对比
如果 X,Y 都是私人物品，则有效配置要求

MRSAXY = MRSBXY = MRTXY .

如果 Y 是公共物品，二人消费同一 Y，则有效配置要求

MRSAYX +MRSBYX = MRTY X .

差别来自“共同消费”：公共品的边际收益要对人求和。

8 多数投票：公共决策与偏好聚合
公共物品通常通过政治过程决定，最基本机制是多数投票。手写稿后半部分转向“投票人偏好”“多

数规则悖论”“单峰偏好”和“中位选民”。

8.1 多数规则悖论：成对多数可能循环
设有三个备选方案 x, y, z，三个投票人 A,B,C 的偏好如下：

表 4: Condorcet循环的偏好结构

排序 A B C

第 1 x y z

第 2 y z x

第 3 z x y

逐对投票：
x ≻M y, y ≻M z, z ≻M x.

这里 ≻M 表示多数胜出。于是社会偏好出现循环：x打败 y，y打败 z，但 z又打败 x。结果取决于投
票议程，谁先和谁比会影响最终方案。

10
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多数规则悖论的含义
个体偏好都可以是理性的、传递的，但多数投票汇总出来的社会偏好未必传递。公共品决策因此不
仅是“算收益成本”，还涉及政治机制和议程设计。

8.2 单峰偏好与双峰偏好
若政策可以排列在一条线上，比如公共支出 G从低到高排列，一个人的偏好若只有一个最喜欢的

点，离这个点越远效用越低，就称为单峰偏好（single-peaked preference）。若一个人有两个局部最喜欢
的政策点，就是双峰或非单峰偏好。

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
/

 NU

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
/

 NU

图 4: 手写补充页中的单峰偏好与双峰偏好。单峰偏好下多数投票更稳定；非单峰偏好更容易出现循环。

8.3 中位选民定理
若所有投票人在一维政策空间上都有单峰偏好，并且采取简单多数投票，则中位选民的理想点会

打败其他任意方案，成为多数投票均衡。

中位选民定理
在一维政策空间、单峰偏好、简单多数规则下，中位选民的最优政策是 Condorcet winner。也就是说，
任何偏离中位点的方案，都能被中位点以多数击败。

11
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图 5: 三人理想公共支出分别为 5, 10, 15万元时，中位选民 B 的理想点 10万元会成为多数投票结果。

9 手写补充页例子：5、10、15、20万元公共支出
补充页中给出一个非常典型的中位选民例子。设 A,B,C 三个投票人的理想公共支出分别为

G∗
A = 5, G∗

B = 10, G∗
C = 15

万元。若三人的偏好都是单峰的，则逐对投票会选择 10万元，因为 B 是中位选民。

9.1 为什么 20万元会输
方案 20万元位于三人理想点右侧。相对于 20，至少 A和 B更喜欢较低支出；因此 20会被较低方

案击败。手写页中的“A,B,C → 20×”可以理解为：20万元不是多数稳定方案。

9.2 中位数与社会最优不一定相同
若三人效用是对称二次损失

NUi(G) = K − (G−G∗
i )

2,

则总净效用最大化的一阶条件给出

GSO =
G∗

A +G∗
B +G∗

C

3
.

当理想点为 5, 10, 15时，平均数也是 10，所以中位选民结果与总效用最大化结果一致。
但这只是对称例子的巧合。若 B 与 C 的理想点都为 10，而 A为 5，则多数结果仍是 10，但平均

理想点为
5 + 10 + 10

3
=

25

3
< 10,

多数投票相对于二次损失意义下的社会最优会偏高。若 A与 B的理想点为 10，而 C 为 15，多数结果
为 10，但平均理想点为

10 + 10 + 15

3
=

35

3
> 10,

多数投票相对于社会最优会偏低。

12
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考试常见陷阱
中位选民定理说的是“多数投票均衡在哪里”，不是说它一定最大化社会福利。多数结果由中位数
决定；功利主义总效用最优在常见二次损失模型中由平均数决定。中位数与平均数可以一致，也可
以不一致。

10 偏好显示与 Clarke税：让人讲真话的机制
公共品决策的根本困难是：每个人的真实估值 vi是私人信息。若税负取决于报告值，个人有动机

低报；若项目能否通过取决于报告值，个人又可能夸大。手写稿最后部分给出 Clarke税的例子，这属
于 VCG机制的一种。

10.1 项目决策规则
假设公共项目成本为 C，每个人报告估值 v̂i。有效决策规则是：

若
∑
i

v̂i ≥ C,则提供项目；否则不提供。

若成本按固定份额 ci分摊，个体净值为
ni = v̂i − ci.

项目应通过当且仅当 ∑
i

ni ≥ 0.

10.2 Clarke税的思想
某个人是关键人物（pivotal）时，他的报告改变了社会选择结果。Clarke税让关键人物为自己给别

人造成的外部性付费。非关键人物不用付 Clarke税。
设社会选择为 d ∈ {0, 1}，d = 1表示项目通过。第 i人的 Clarke税可以理解为：

Ti = max
d∈{0,1}

∑
j ̸=i

nj(d)−
∑
j ̸=i

nj(d
∗),

即“如果没有你，其他人本来能得到的最大净剩余”减去“因为你参与并决定结果后，其他人实际得
到的净剩余”。

10.3 手写例子：A、B、C三人
手写稿中的数字可整理为：公共项目总成本为 300，三人平均分摊，每人成本份额为 100。三人的

估值分别为
vA = 50, vB = 50, vC = 250.

于是净值为
nA = −50, nB = −50, nC = 150.

总净值为
−50− 50 + 150 = 50 > 0,

所以项目应当通过。

13
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表 5: Clarke税例子

投票人 成本份额 ci 估值 vi 净值 ni = vi − ci Clarke税
A 100 50 −50 0
B 100 50 −50 0
C 100 250 150 100

为什么只有 C 付税？因为如果没有 C，A+B 的总净值为

−50− 50 = −100 < 0,

项目不会通过；加入 C 后项目通过，A和 B各自得到 −50，合计损失 100。因此 C 是关键人物，他需
要支付的 Clarke税为 100。支付税后，C 的净收益为

150− 100 = 50 > 0,

仍然愿意真实支持项目。

A B C0

50

100

150

200

250

 -50  -50

 +150

Clarke C pivotal
 vi

 ci

图 6: A、B、C的估值、成本份额与净值。C的存在改变了项目是否通过，因此 C是 pivotal agent。

Clarke税的结论
Clarke/VCG机制的目标不是让所有人都不交税，而是让“真实报告”成为占优策略。一个人如果不
是关键人物，他改变不了结果，所以不用付额外税；如果他是关键人物，他要补偿自己改变结果给
其他人造成的净损失。

11 本章一页公式总表

主题 公式 含义
公共品效用 ui(xi, G) xi私人消费，G共同消费。
支付意愿 ui(wi − ri, 1) = ui(wi, 0) ri 是让个体无差异的最大

支付额。

14
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离散公共品效率 ∑
i ri > C 总收益大于总成本，应提

供。
资源约束 ∑

i xi + C(G) =
∑

iwi 公共品生产消耗社会资
源。

个体边际支付意愿 MRSi =
uiG
uix

个体愿用多少私人物品换
一单位公共品。

Samuelson条件 ∑
iMRSi = C ′(G) 公共品有效供给：边际收

益纵向加总。
准线性效用 ui = xi + vi(G) 此时MRSi = v′i(G)。
自愿贡献 G =

∑
i gi, xi + gi = wi 个人只看自己的边际收

益。
私人贡献内点条件 MRSi = 1 单位成本为 1时的个体最

优。
公共品社会最优 ∑

iMRSi = 1 单位成本为 1时的社会最
优。

公共品与私人物品区别 公共品纵向加总，私人物品横向加总 最常考的图形题。
多数循环 x ≻M y, y ≻M z, z ≻M x 多数偏好可能不传递。
中位选民 单峰偏好⇒中位点胜出 多数投票均衡，不一定社

会最优。
Clarke税 Ti = maxd

∑
j ̸=i nj(d)−

∑
j ̸=i nj(d

∗) 关键人物为外部性付费。

12 典型题与答案提纲
题 1：为什么公共物品的需求曲线要纵向加总？
答题抓手：同一单位公共品被所有人共同消费，所以对于给定G，每个人都获得一份边际收益。社

会愿意为这一单位 G支付的总额是所有人的边际支付意愿之和，故纵向加总。私人物品则是给定价格
下各自购买数量加总，故横向加总。

题 2：推导 Samuelson条件
写出帕累托问题

maxu1(x1, G) s.t. u2(x2, G) ≥ ū2, x1 + x2 + C(G) = ω.

构造拉格朗日函数，列一阶条件，消去乘子，得到
u1G
u1x

+
u2G
u2x

= C ′(G).

最后解释左边是社会边际收益，右边是社会边际成本。

题 3：自愿贡献为什么低于有效水平？
个人贡献的一阶条件是MRSi = 1，因为他只计算自己的收益；社会条件是∑

iMRSi = 1，因为一
单位公共品同时给所有人带来收益。只要别人也受益，个人贡献就存在正外部性，私人供给偏低。
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题 4：中位选民结果是否一定有效？
不一定。中位选民定理给的是多数投票均衡，而不是福利最大化。若理想点分布对称、效用损失

形式相同，中位数可能等于平均数；但一般情况下，中位数与社会最优不同，可能导致公共品过度供
给或不足供给。

题 5：Clarke税例子
若 A,B,C 成本份额均为 100，估值分别为 50, 50, 250，则净值分别为 −50,−50, 150，总净值为

50 > 0，项目通过。没有 C 时项目不通过；有 C 后其他两人合计损失 100，所以 C 是关键人物，Clarke
税为 100。C 税后净收益为 50，仍愿意真实支持。

16
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A 原始手写图片对照

图 7: 原始图片顺序 1：1.jpg。
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图 8: 原始图片顺序 2：2.jpg。
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图 9: 原始图片顺序 3：补 1.jpg。
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